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Capitolul 0

Gauss, printul matematicienilor

Dumnezeu a creat numerele naturale,
restul este opera omului.
(L. Kronecker, 1823-1891)

Numerele naturale sunt unul dintre primele concepte ale matematicii
si o parte importantd a acestei stiinte se bazeaza pe ele. Studiul
numerelor, relatiile si operatiile dintre ele, este cunoscut sub numele
de aritmeticd. In prezent, ins3, acest nume este rezervat pentru cea
mai elementari parte a proprietdtilor numerelor, care este legata
de notiunile invitate pe bancile scolii si se distinge de problemele
mai complexe legate de numerele intregi care constituie ceea ce
este cunoscut astizi drept ,teoria numerelor”. Cu toate acestea, unii
autori continui si o numeascd ,aritmetica inaltd“ sau ,aritmetica
superioard’, denumiri utilizate pe termen lung.

Ce ar fi matematica fara conceptul de numar?

Fira indoiald, unul dintre conceptele principale ale matematicii este
reprezentat de numere, desi matematica este mult mai mult decit
atat. De fapt rationamentul matematic se bazeaza pe concepte diferi-
te, precum formele spatiului, functiile sau probabilitatea.

Dar in matematici ideea de numar rdméne centrald. Ei bine, nu
existd un concept unic de numir: pornind de la cele denumite numere
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Intregi pozitive, cele care sunt folosite mai ales pentru a numaira, existi
multe alte tipuri care s-au nascut treptat de-a lungul istoriei in incer-
carea de a rezolva diferite probleme, atat striine matematicii, cit si in-
trinseci: cuantificare, ordine, codificare, distributii, masurare...

Primele dintre aceste numere se numesc ,naturale” (sau ,intregi
pozitive“!), aparute acum multi ani, la inceput ca expresii ale ideii
de cantitate a unei colectii discrete. Intr-adevir, primele semne scri-
se ale istoriei se refera la numdritoare, precum cele imprimate pe
asa-numitul ,os din Ishango®, descoperit in 1960 intr-o zoni numiti
Ishango, langd izvoarele Nilului. Datdri recente sugereazi ci are o ve-
chime de peste 20 000 de ani si, desi la inceput s-a crezut ci semnele
inscriptionate erau simple fnregistrari de calcule, astizi se accepti
faptul ca acestea pot contine unele operatiuni elementare (cum ar
fi dublul si jumdtatea) datoritd aranjamentului crestaturilor impri-
mate. Prin urmare, nu exista nicio indoiald c3 primele reprezentiri
ale numerelor naturale sunt, fir3 indoial3, cele mai vechi dintre cate
concepte matematice pot fi reprezentate.

Va trebui sd treaca cétiva ani inainte de a gisi elemente noi si va
trebui sd ne intoarcem la vechile civilizatii babiloniene si egiptene
pentru a gasi exemple ale faptului ¢ utilizind numere naturale este
posibild rezolvarea multor probleme de cantitate, dar si de ordonare,
sau de masurare, chiar daci se stie c3, In general, atit numerele natu-
rale, catsi cele rationale nu sunt suficiente pentru a exprima o misura.

Pornind de la numere intregi pozitive este posibili crearea ratio-
nalelor pozitive, reprezentate prin intermediul fractiilor. Numerele
rationale permit efectuarea oricirei distributii (in cadrul matemati-
cii, rezolvarea oricarei impartiri), dar crearea lor a fost dificil3, initial
incompletd si diferitd in functie de civilizatie: fractii sexagesimale in
Babilon, reprezentare indusi de sistem in baza 60 folositd de babi-
lonieni; fractii unitare in civilizatia egipteani veche, adici fractii sub

1 in terminologia matematicd anglo-saxond termenul pozitiv inseamni strict pozitiv.
In cea de origine francezd, cum e in limba roman3, zero este numar natural pozitiv.
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forma 1/n, unde n este un numdr intreg pozitiv, care in timp vor deve-
ni o parte semnificativa a teoriei numerelor.

Putem atribui pitagoreicilor conceptul general de fractie (sau
numir rational pozitiv) si, in general, grecilor antici dezvoltarea sa.
Ei au descoperit ci astfel de numere nu au rezolvat problema mdsurii
(dat fiind o marime, exprimati prin intermediul unui numdr de cate
ori aceasta este continutd intr-o alta consideratd ca unitate) si au
ridicat problema incomensurabilititii, rezolvata prin construirea altor
numere, cele irationale. Aceastd descoperire a provocat prima mare
crizi din istoria matematicii, numiti ,a incomensurabilelor” sau chiar
,a irationalelor”, care a subminat maxima pitagoreicd conform cdreia
totul este numar* (conceptul numerelor se referd la cele naturale si la
cele deduse din ele), deoarece nici micar mdsurarea nu putea fi facuta
mereu prin intermediul acestora, decat intr-un mod aproximativ.

A fost nevoie de multi ani (pAna in secolul al V-lea) pentru ca in
India si fie create numerele intregi (formate din pozitive, 0 si nega-
tive) si aritmetica lor, in timp ce un sistem de numerotare zecimala
pozitionald a luat nastere in acelasi timp, ce a durat aproximativ sapte
secole pentru a ajunge in Occident, datoritd lui Leonardo din Pisa
(1175-cca.1250), cunoscut mai bine sub numele de Fibonacci (care
l-a expus in celebra sa carte, Liber Abaci, datata 1202), dupa ce a tre-
cut de arabi, initiatorii algebrei.

De-a lungul anilor au aparut alte numere, cum ar fi cele imaginare
(rispandite in randul italienilor din secolul al XVI-lea care au studiat
algebra), care permit generarea de numere complexe, dar este
interesant de observat ci va fi doar la inceputul secolului XX, cénd,
datoriti matematicianului italian Giuseppe Peano (1858-1932),
se va putea stabili o axiomatica definitivd pentru numerele intregi
pozitive, primele numere din matematicd, create si utilizate de peste
cinci mii de ani, dar a ciror definitie riguroasa nu este mai veche
decat ceva mai mult de un secol.

Desi extensiile conceptului de numar merg mai departe, in aceastd
prima scurt3 prezentare generald ne vom concentra tocmai pe acest
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concept, deoarece subiectul de interes al nostru este teoria numere-
lor, care se ocupa cu numerele intregi si proprietitile lor, chiar daci
in demersul nostru va trebui si ne folosim de toate tipurile diferite de
numere create de matematicd, asa cum vom vedea pe parcursul cartii.

Analizand istoria oricdrei ramuri a matematicii existi un consens
cu privire la care au fost momentele si lucrarile-cheie pentru dezvol-
tarea acesteia, dar rareori se vede faptul ci o lucrare se poate remar-
ca, fard Indoiald, peste celelalte. Si totusi, acesta este cazul pentru
Disquisitiones Arithmeticae, pe care tanirul Carl Friedrich Gauss a
scris-o in 1798 si a publicat-o in 1801. Asa ci am ales ca titlu al aces-
tei carti celebra idee a lui Gauss c4, daci matematica este regina sti-
intelor, teoria numerelor este regina matematicii.

Cum de munca unui matematician meriti un loc de frunte printre
toate cele dezvoltate pe parcursul istoriei? Rispunsul poate duce la di-
ferite motive, dar fundamental exist3 doui care fac ca un matematician
si ansamblul operei sale sa intre pe lista celor mai buni, In primul rand,
geniul contributiilor aduse, pe care I-a insemnat lucrarea, precum si
extinderea, respectiv capacitatea creatoare si progresele. in al doilea
rand, impactul lucrdrii asupra unei anumite comunitati stiintifice, pe
termen scurt sau lung.

Opera lui Gauss merit3, fird indoial3, si fie considerati printre
cele mai bune din cele dou3 motive menfionate: propune conjecturi
interesante, aduce noi dovezi, introduce concepte importante si ofer3
idei pentru relationarea teoriei numerelor, pe care el inci o numeste
»aritmetica’, cu alte ramuri ale matematicii. Dar, in plus, el propune
un compendiu al principalelor rezultate deja cunoscute, revizuieste si
imbunatateste demonstratiile altor matematicieni, introduce notatii
eficiente si, in cele din urm3, oferd atit de mult o structuri cunos-
tintelor despre teoria numerelor inct nu este o exagerare si afirmam
ca, atat din Disquisitiones, ct si din teoria numerelor, pand in acel mo-
ment un compendiu de probleme relevante, dar nestructurate, devine
0 parte organizatd a matematicii.
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Gauss, printul matematicienilor

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) a fost unul dintre cei mai distinsi
matematicieni din istorie si a adus contributii foarte importante in
analiza matematic3, geometria diferentiald, statistica, algebra, precum
si in geodezie, magnetism si optica. Dar poate cea mai importantd
contributie a sa se referd la teoria numerelor. in special, lucrarea sa
din tinerete, Disquisitiones Arithmeticae (1801), publicata la Leipzig,
reprezinti una dintre cele mai importante carti scrise in aceasta
ramuri a matematicii, asa cum am mentionat deja.

Gauss s-a niscutin Brunswick, In Germania de astazi, intr-o familie
umili si a ardtat in putin timp un mare talent pentru matematica:
conform unei celebre anecdote, a reusit s adune primele 100 de
numere in citeva minute, descoperind si aplicand formula pentru
suma termenilor unei progresii aritmetice. Profesorii sdi 1-au reco-
mandat ducelui de Brunswick, iar acesta i-a finantat studiile liceale si
superioare la Universitatea din Gottingen, unde in.1799 si-a obtinut
doctoratul cu o tezd despre teorema fundamentald a algebrei si
demonstrarea acesteia.

in 1807, a devenit profesor de astronomie la Observatorul din
Gottingen, unde a ramas pe tot parcursul vietii. in acei ani, Gauss si-a
desivarsit ideile despre geometria neeuclidiand, insa nu a reusit sa
publice concluziile. In jurul anului 1820, ocupat cu studii de geodezie,
a creat citeva instrumente pentru tratarea datelor empirice, printre
care curba de distributie a erorilor care {i poarta numele, cunoscutad
si sub numele de ,distributie normala“, unul dintre pilonii statisticii.

Ideile sale privind studiul caracteristicilor suprafetelor curbate,
expuse in Dispozitiile generale despre suprafetele curbate (1828), au
pus bazele geometriei diferentiale moderne. El a fost, de asemenea,
interesat de magnetism si a dezvoltat principiile matematice ale
potentialului (1840). in fizici, Gauss s-a ocupat si de mecanics,
acustica si, mai ales, de opticd, context in care a publicat tratatul
Dioptrische Untersuchungen (Investigatii dioptrice, 1841) dovedind ca
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orice sistem de lentile este intotdeauna reductibil la o singuri lentil.
Gauss, care a murit in Gottingen, orasul in care si-a petrecut aproape
toti anii de maturitate, a fost un om de stiintd a cirui profunzime de
analiza, varietate a intereselor si rigoare in abordare, l-au ficut si
merite epitetul de ,printului matematicienilor".

Desi pe parcursul cartii noastre ne vom referi la lucrarea sa des-
pre teoria numerelor (de exemplu, vorbind despre congruents, unde
a stabilit notatia folositd astdzi), aici vrem s3 enumerdm pe scurt
principalele contributii ale lucririi sale Disquisitiones Arithmeticae.
In ceea ce priveste continutul sdu, Gauss insusi declara ca studiile
prezente in volum apartin partii de matematici care se ocupi in spe-
cial de numere intregi, uneori cu fractii, dar care, in orice caz, exclude
irationalele.

Lucrarea este Impartita in sapte parti si prezentim mai jos prin-
cipalele rezultate:

« Sectiunea I Despre numerele congruente. In ciuda conciziei
sale, introduce un nou concept si notatia corespunzitoare,
congruentele, de cea mai mare importantid pentru dezvoltarea
teoriei numerelor. La sfarsitul sectiunii demonstreazi compa-
tibilitatea congruentelor fatd de operatiile de sumi si produs,
adici au o structuri inelar.

» Sectiunea II. Despre congruentele de gradul unu. Plecind de la
demonstrarea rezultatelor deja cunoscute, cum ar fi teorema
descompunerii in produsul factorilor Gauss deduce noi rezultate
precum cele referitoare la solutia congruentelor liniare, aritind
cd metodele atribuite lui Leonhard Euler (1707-1783) si
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) conduc la acelasi algoritm.
De asemenea, trateazd lema chineza a resturilor, fird a o face
explicitd, precum si sistemele de congruente de gradul intii cu
diferite necunoscute. Sectiunea se incheie cu diferite rezultate,
cum ar fi proprietatile functiei indicatoare a lui Euler, pentru
care consolideazd notatia curenti si asa-numita ,teoremi a lui
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Lagrange“: o congruentd polinomiala modulo p, unde p este prim,
nu poate avea mai multe radacini decat gradul sau.

Sectiunea Ill. Despre resturile de puteri. Se ocupa exhaustiv de
studiul progresiilor geometrice modulo un numar prim. Se ocupa
de mica teoremi a lui Fermat, a carei primd demonstratie i-o
atribuie lui Euler si analizeaza problema aflarii exacte a numarului
de resturi modulare ce au un ordin multiplicativ dat, cu ajutorul
functiei indicator a lui Euler. Se ocupd de rddacinile resturilor
distincte ale unitatii, precum si de posibilitatea de a decide In
mod eficient numarul lor. Gauss afirmd ca ,marea majoritate a
metodelor utile pentru gasirea radacinilor primitive se bazeaza
in principal pe numarare”. El propune o generalizare a teoremei
lui Wilson si abordeazd sume geometrice si sume de radacini
primitive. In cele din urm3, se ocup3 din nou de radicinile unitétii
si oferd un criteriu pentru existenta radacinilor primitive.
Sectiunea IV. Despre congruentele de gradul doi. Incepe cu analiza
resturilor patratice modulo un numdr prim-gi apoi cu cea a
resturilor modulo un numar compus. Apoi, continua sa vorbeasca
despre analiza unei fintrebdri fundamentale pentru resturile
patratice: dat fiind un numar intreg, pentru ce modulo acesta se
dovedeste a fi un rest pitratic? la in considerare cazurile 1, 2, 3, 5
si opusele lor si incheie afirmand teorema: ,Orice numar care, in
modul, este rest (sau non-rest) modulo p va avea +p sau -p carest
(sau non-rest), depinzind daci p are forma 4n + 1 sau 4n + 3" in
aceasta prima sectiune apare legea reciprocitatii patratice si este
furnizata prima demonstratie a acestui rezultat important. Gauss
creeaza un algoritm pentru a determina dacd un numar este rest
patratic pentru un modul dat, incepand de la descompunerea in
produs de numere prime.

Sectiunea V. Despre forme si ecuatii nedeterminate de gradul
doi. El incepe de la studiul formelor patratice intregi cu doua
necunoscute. Ofera o conditie necesard pentru ca discriminantul
unei forme pitratice (definita ca ,determinant) sd corespunda
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unui numar intreg dat. Restul sectiunii este dedicat diferitelor
proprietdti ale formelor patratice.

Sectiunile VI si VII sunt mai abstracte decit precedentele si mai
putin importante pentru o viziune generald a teoriei numerelor din
acea vreme. Mai tirziu, Gauss a intocmit o a opta sectiune, publicata
postum.

Dincolo de numeroasele si remarcabilele rezultate ale operei lui
Gauss, valoarea sa consta in caracterul unificator, atit de mult Incat
se poate spune ca Disquisitiones constituie prima lucrare generald a
teoriei numerelor. De fapt, aici Gauss combind munca predecesorilor
sdi cu cea personal, in care imbunatiteste demonstratiile, introduce
altele noi, corecteaza erorile si reuneste totul intr-un singur context,
extinzandu-si in acelasi timp cAmpul de actiune creand o legatura intre
teoria numerelor si alte domenii ale matematicii. De asemenea, trebuie
remarcat faptul ca structura expozitionalad a acestei lucrari (teoreme,
demonstratii, corolari, fira a uita cind sunt necesare exemplele nume-
rice) a devenit modelul de urmat pentru textele ulterioare.

in acelasi timp, Disquisitiones reprezinti un punct de plecare pen-
tru alti ilustri matematicieni ai secolului al XIX-lea, precum Kummer,
Dirichlet sau Dedekind. Datoritd complexitatii si profunzimii multor
comentarii ficute de Gauss in aceastd lucrare, acestea nu au putut fi
pe deplin intelese de contemporanii sai, de fapt in unele cazuri au re-
prezentat siminta ce a dat nastere unor relatii noi si prolifice intre teo-
ria numerelor si alte ramuri ale matematicii, cum ar fi cazul functiilor L.
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Numere, mereu numere

Matematica este regina stiintelor,
iar teoria numerelor este regina matematicii.
(C.F. Gauss, 1777-1855)

Studiul numerelor si in special al numerelor intregi este una dintre
partile matematicii, poate cea mai autentic3, care a inceput cu nasterea
acestei stiinte si care ramane In prezent o ramura dintre cele mai com-
plexe, cu multe probleme deschise si capabile sa genereze constant noi
provocari si presupuneri care uneori sunt greu de demonstrat.

Poate ca singura diferenta dintre imensul bagaj oferit de istorie si
actualitate se bazeaza pe faptul c3, timp de mii de ani, studiul numerelor
intregi, sub denumirea de ,aritmetici superioard’, mai intii, si ,teoria
numerelor’, mai apoi, s-a dezvoltat apoi pentru a af)rofunda cunoaste-
rea numerelor, proprietatilor si relatiilor lor, fird cel mai mic indiciu al
aplicdrii la problemele realitatii striine matematicii. Pe de alti parte,
in prezent, unele dintre aceste proprietati au gasit aplicatii importante,
atatin criptografie, cat si in teoria computationald. Cu aceasta, afirmatia
lui Nikolai Ivanovici Lobacevski (1792-1856), ci fiecare rezultat ma-
tematic important isi va gasi intr-o bunad zi aplicarea in solutionarea
unei probleme-cheie In afara disciplinei, este inc3 o dati adevarata.

Aceasta carte isi propune sa ofere o imagine de ansamblu asu-
pra teoriei numerelor si a dezvoltirii acesteia de la tnceput pani in
prezent, asa ca am ales sa combinam referintele istorice si dezvolta-
rea In limbajul modern a principalelor concepte si rezultate ale aces-
tei ramuri a matematicii. Este impdrtita In sase capitole, unde primul
si ultimul urmeaza un fir cronologic. Cele patru capitole centrale sunt
dedicate celor patru dintre temele-cheie ale teoriei numerelor: relatii
de divizibilitate si congruente in capitolul doi, numere prime in capi-
tolul trei, ecuatii diofantice in capitolul patru si sirul lui Fibonacci in
capitolul cinci.

Nu ne prefacem ca realizam aici o expunere exhaustiva, ceea ce
este imposibil intr-o lucrare de acest gen, dar vom incerca si explicim
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care este probabil principala caracteristici a teoriei numerelor:
simplitatea aparentd a enunturilor problemelor, dintre care majo-
ritatea sunt usor de inteles si, in acelasi timp, profunzimea mare i,
in multe cazuri, dificultatea enorma a solutiei pentru problemele
propuse, inclusiv demonstrarea conjecturilor, lucru ce a implicat
necesitatea combindrii conceptelor apartinand campurilor distincte
si aparent neconectate.

Un exemplu potrivit pentru ceea ce tocmai a fost mentionat este
ultima teorema3 a lui Fermat, una dintre cele mai faimoase probleme
din toatd matematica, conjectura care, usor de inteles pentru un elev
de liceu, a fost demonstratd abia dupa 350 de ani, dupa ce Fermat a
scris-o pe marginea unei traduceri a operei lui Diofant, in jurul anului
1642, pana cind Andrew Wiles si-a incheiat demonstratia in 1995, cu
putin inainte de sfarsitul secolului XX.

Probabil datoriti caracteristicilor enumerate, multe dintre marile
probleme ale teoriei numerelor i-au interesat si {i intereseaza pe toti
cei care iubesc matematica, indiferent de notiunile lor despre aceasta
stiinta. Si poate st din acest motiv, in multe jocuri numerice mici, este
posibil sd regdsim notiuni matematice profunde.

De exempluy, sd ludam in considerare anul publicarii acestei carti si
a seriei sale, 2019. Puteti spune ceva interesant despre acest numar?
Ei bine, da. Se pare cd 2019 apartine submulfimii asa-numitelor
numere ,fericite, a caror definitie si caracteristici le vom expune
atunci cand vorbim despre familiile de numere, impreuna cu multe
altele, cum ar fi cea a numerelor perfecte, semi-perfecte, abundente
sau excesive, prietene, sociabile... Fiecare dintre aceste familii implica
deseori conjecturi greu de demonstrat. De exemplu, stim cd exista
infinite numere fericite si ca exista si o infinitate ce nu sunt, dar nu
stim dacd existd numere fericite infinite care sunt simultan prime.
Acestea din urmi meritd o mentiune separatd, de fapt numerele
prime sunt cea mai relevantd submultime de numere intregi pozitive
din matematic3, atit de mult incét le vom dedica un capitol.
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