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intregi pozitive, cele care sunt folosite mai ales pentru a numrr4 eiisti
multe alte tipuri care s-au ndscut treptat de-a lungul istoriei in incer-
carea de arezolva diferite probleme, atat striine matematicii, cat gi in-
trinseci: cuantificare, ordine, codificare, distribufii, mdsurare...

Primele dintre aceste numere se numesc ,,naturale,, fsau ,,intregi
pozitive"l), apirute acum multi ani, la inceput ca expresii ale ideii
de cantitate a unei coleclii discrete. intr-adevit primere semne scri-
se ale istoriei se referi la numiritoare, precum cele imprimate pe
aga-numitul ,,os din Ishango", descoperit in 1960 intr-o zoni numitd
Ishango,langi izvoarele Nilului. Datiri recente sugereazi cd are o ve-
chime de peste 20 000 de ani gi, degi la inceput s-a crezut cd semnele
inscriplionate erau simple inregistriri de calcule, astizi se accepti
faptul cd acestea pot conline unele operafiuni elementare [cum ar
fi dublul gi jumdtatea) datoritd aranjamentului crestiturilorimpri-
mate. Prin urmare, nu existi nicio indoiali ci primele reprezentdri
ale numerelor naturale sunt, frri indoiali, cele mai vechi dintre cate
concepte matematice pot fi reprezentate.

va trebui sd treaci cayiva ani inainte de a gisi elemente noi gi va
trebui sd ne intoarcem la vechile civilizalii babiloniene gi egiptene
pentru a gisi exemple ale faptului ci utilizand numere naturale este
posibili rezolvarea multor probleme de cantitate, dar gi de ordonare,
sau de misurare, chiar daci se gtie c5, in general, atat numerele natu-
rale, cat gi cele ralionale nu sunt suficiente pentru a exprima o mdsuri.

Pornind de la numere intregi pozitive este posibili crearea rafio-
nalelor pozitive, reprezentate prin intermediul fracliilor. Numerele
ralionale permit efectuarea oricirei distribulii [in cadrul matemati-
cii, rezolvarea oricirei impirfiri), dar crearea lor a fost dificili, inilial
incompleti gi diferiti in funcfie de civilizafie; fracfii sexagesimale in
Babilon, reprezentare indusi de sistem in baza 60 folositi de babi-
lonieni; fraclii unitare in civilizalia egipteani veche, adicd fractii sub

1 in terminologia matematicd anglo-saxoni termenul pozitiv inseamnd strict pozitiv.
in cea de origine francezd,cum e in iimba romani, zero este numer natural pozitiv.
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concept, deoarece subiectul de interes al nostru este teoria numere-
lo6, care se ocupi cu numerele intregi gi proprietdlile loq, chiar daci
in demersul nostru va trebui si ne folosim de toate tipurile diferite de
numere create de matematici, aga cum vom vedea pe parcursul cirfii.

Analizand istoria oricdrei ramuri a matematicii existi un consens
cu privire la care au fost momentele gi lucrdrile-cheie pentru dezvol-
tarea acesteia, dar rareori se vede faptul ci o lucrare se poate remar-
ca, frrd indoiald, peste celelalte. $i totugi, acesta este cazul pentru
Disquisitiones Arithmeticae, pe care tanirul carl Friedrich Gauss a
scris-o in 1798 gi a publicat-o in 1801. A;a ci am ales ca titlu al aces-
tei cdrli celebra idee a lui Gauss c5, daci matematica este regina;ti-
inleloq, teoria numerelor este regina matematicii.

cum de munca unui matematician meriti un loc de frunte printre
toate cele dezvoltate pe parcursul istoriei? Rispunsul poate duce la di-
ferite motive, dar fundamental existi doui care fac ca un matematician
gi ansamblul operei sale si intre pe lista celor mai buni. in primul rand,
geniul contribufiilor aduse, pe care l-a insemnat lucrarea, precum gi
extinderea, respectiv capacitatea creatoare gi progresele. in al doilea
rand, impactul lucririi asupra unei anumite comuniteti stiinfifice, pe
termen scurt sau lung.

opera lui Gaus.s meriti, frri indoiali, si fie considerati printre
cele mai bune din cele doui motive menfionate: propune conjecturi
interesante, aduce noi dovezi, introduce concepte importante gi oferi
idei pentru relalionarea teoriei numereloI, pe care el incr o numegte
,,aritmetici", cu alte ramuri ale matematicii. Dar; in plus, el propune
un compendiu al principalelor rezultate deja cunoscute, revizuiegte gi
imbundt5legte demonstrafiile altor matematicieni, introduce notafii
eficiente gi, in cele din urmi, oferi atat de mult o structuri cunog-
tinlelor despre teoria numerelor incdt nu este o exagerare si afirmim
ci, atAt din Disquisitiones, cat gi din teoria numerelo4 pani in acel mo-
ment un compendiu de probleme relevante, dar nestructurate, devine
o parte organizatd a matematicii.

1a Regina matematicil
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orice sistem de lentile este intotdeauna reductibil la o singuri lentili.
Gauss, care a murit in Grittingen, oragul in care gi-a petrecut aproape
toli anii de maturitate, a fost un om de gtiinli a cdrui profunzinie de
analizd, varietate a intereselor gi rigoare in abordare, l-au ticut si
merite epitetul de,,prinfului matematicienilor'l

Degi pe parcursul cirlii noastre ne vom referi la lucrarea sa des-
pre teoria numerelor (de exemplu, vorbind despre congruenld, unde
a stabilit notalia folositd ast5'zl), aici vrem sf, enumerim pe scurt
principalele contribufii ale lucririi sale Disquisitiones Arithmeticae.
in ceea ce privegte conlinutul siu, Gauss insugi declari ci studiile
prezente in volum aparlin pirfii de matematici care se ocupl in spe-
cial de numere intregi, uneori cu fracfii, dar care, in orice caz, exclude
iragionalele.

Lucrarea este impirlite in ;apte pirli gi prezentem mai jos prin-
cipalele rezultate:

Secfiunea L Despre numerele congruente. in ciuda conciziei
sale, introduce un nou concept gi notalia corespunzdtoare,
congruenfele, de cea mai mare importan!5 pentru dezvoltarea
teoriei numerelor. La sfArgitul secfiunii demonstreazi compa-
tibilitatea congruenrelor fa!5 de operaliile de sumd gi produs,
adici au o structuri inelari.
Secfiunea II. Despre congruentele de gradul unu. plecAnd de la
demonstrarea rezultatelor deja cunoscute, cum ar fi teorema
descompunerii in produsul factorilor Gauss deduce noi rezultate
precum cele referitoare la solulia congruenlelor liniare, ardtAnd
ci metodele atribuite lui Leonhard Euler (LTO7-L783) 9i
Joseph-Louis Lagrange (L736-7813) conduc la acelagi algoritm.
De asemenea, trateazd,lema chinezi a resturilof, fird a o face
explicit5, precum gi sistemele de congruente de gradul intAi cu
diferite necunoscute. secpiunea se incheie cu diferite rezultate,
cum ar fi proprietdlile funcliei indicatoare a lui Eulel pentru
care consolideazd notafia curentd gi aga-numita ,,teoremd a lui
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unui numer intreg dat. Restul secliunii este dedicat diferitelor
proprietili ale formelor pltratice.

Secliunile VI gi VII sunt mai abstracte decdt precedentele gi mai
pulin importante pentru o viziune generali a teoriei numerelor din

acea vreme. Mai tArziu, Gauss a intocmit o a opta secliune, publicatd

postum.

Dincolo de numeroasele gi remarcabilele rezultate ale operei lui
Gauss, valoarea sa consti in caracterul unificatoc atAt de mult incAt

se poate spune ci Disquisitiones constituie prima lucrare generald a

teoriei numerelor, De fapt, aici Gauss combind munca predecesorilor

sii cu cea personali, in care imbunitilegte demonstrafiile, introduce

altele noi, corecteazi erorile gi reune;te totul intr-un singur context,

extinzAndu-gi in acelagi timp cAmpul de acliune creAnd o legdturi intre
teoria numerelor gi alte domenii ale matematicii. De asemenea, trebuie

remarcat faptul ci structura expozilionalf, a acestei lucriri (teoreme,

demonstralii, corolari, ffrd a uita cAnd sunt necesare exemplele nume-

rice) a devenit modelul de urmat pentru textele ulterioare.
in acelagi timp, Disquisitiones reprezintl un punct de plecare pen-

tru alli ilugtri matematicieni ai secolului al XIX-lea, precum Kumme4,

Dirichlet sau Ded.ekind. Datoriti complexitilii gi profunzimii multor
comentarii fficute de Gauss in aceastl lucrare, acestea nu au putut fi
pe deplin inlelese de contemporanii sdi, de fapt in unele cazuri au re-

prezentat sdmdnla ce a dat nagtere unor relafii noi 9i prolifice intre teo-

ria numerelor gi alte ramuri ale matematicii, cum ar fi cazul funcliilor L.
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care este probabil principala caracteristici a teoriei numerelor:

simplitatea aparenti a enunlurilor problemelor, dintre care majo-

ritatea sunt ugor de inleles gi, in acelagi timp, profunzimea mare 9i,

in multe caz\ri, dificultatea enorml a soluliei pentru problemele

propuse, inclusiv demonstrarea conjecturilol lucru ce a implicat

necesitatea combinirii conceptelor aparlinAnd cAmpurilor distincte
gi aparent neconectate.

Un exemplu potrivit pentru ceea ce tocmai a fost menlionat este

ultima teoremi a lui Fermat, una dintre cele mai faimoase probleme

din toati matematica, conjectura care, ugor de inleles pentru un elev

de liceu, a fost demonstratd abia dupi 350 de ani, dupd ce Fermat a

scris-o pe marginea unei traduceri a operei lui Diofant, in jurul anului
t642, pAni cAnd Andrew Wiles gi-a incheiat demonstralia in 1995, cu

pulin inainte de sfArgitul secolului XX.

Probabil datoritd caracteristicilor enumerate, multe dintre marile
probleme ale teoriei numerelor i-au interesat gi ii intereseazd pe toli
cei care iubesc matematica, indiferent de noliunile lor despre aceasti
gtiin![. $i poate gidin acest motiy in multe jocuri numerice mici, este

posibil si reglsim noliuni matematice profunde.

De exemplu, si luim in considerare anul publiclrii acestei cirli gi

a seriei sale, 201Q. Puteli spune ceva interesant despre acest numir?
Ei bine, da. Se pare cd 20L9 aparfine submullimii aga-numitelor

numere ,,fericite", a ciror definilie gi caracteristici le vom expune

atunci cAnd vorbim despre familiile de numere, impreuni cu multe

altele, cum ar fi cea a numerelor perfecte, semi-perfecte, abundente

sau excesive, prietene, sociabile... Fiecare dintre aceste familii implici
deseori conjecturi greu de demonstrat. De exemplu, ;tim ci existi
infinite numere fericite gi ci existi gi o infinitate ce nu sunt, dar nu

gtim daci existl numere fericite infinite care sunt simultan prime.

Acestea din urmd meritl o menliune separati, de fapt numerele

prime sunt cea mai relevanti submul;ime de numere intregi pozitive

din matematici, atAt de mult incAt le vom dedica un capitol.

1B Reglna matematicii

I II I

Sper ci cititorul,
despre numerele intre
in carte lucruri prin c

si faci o investigalie s

descopere sau sI intir
jucAndu-se cu numere

-


